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Abstract: Compressed sensing technology for atmospheric turbulence wavefront slope measurement can greatly 
improve the wavefront signal measurement speed, while reducing the pressure of wavefront measurement system 
hardware. Different from the existing wavefront slope measurement method, the compressed sensing wavefront 
measurement increase a process which from sparse measurement of wavefront slope value to the reconstruction of 
the wavefront slope signal. Therefore, a fast and accurate wavefront slope reconstruction algorithm is needed if the 
compressed sensing technology is used for wavefront measurement. Smoothed L0 Norm (SL0) algorithm is an op-
timized iterative reconstruction algorithm with approximate L0 norm estimation, and compared with other algorithms, 
it is not necessary to know the sparsity of the signal in advance, and the calculation is low and the estimation accu-
racy is high. Based on the SL0 algorithm, this paper implements a subregion parallel algorithm- Block-Smoothed L0 
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Norm (B-SL0) which can quickly and accurately reconstruct the signal by measuring the wavefront slope signal in 
subarea and parallel operations through theoretical analysis and experiments. The experimental results show that 
B-SL0 is significantly better than other existing reconstruction algorithms in the calculation time and accuracy, and 
explore the feasibility of compressed sensing technology for measurement of atmospheric turbulence wavefront 
preliminarily. 
Keywords: compressed sensing; wavefront slope; SL0 algorithm; subregion; parallel operation 
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1    
为了克服大气湍流干扰，大型地基天文望远镜在

天文成像观测中都陆续配备了自适应光学系统[1-4]。波

前探测器能够实时测量大气湍流波前动态误差，是自

适应光学系统的关键器件之一。Shack-Hartmann传感
器(Shack-Hartmann wavefront sensor, SHWFS)[5]是一种

常用的波前测量器，它通过规则排列的微透镜阵列实

时测量大气湍流相位 ( , )x y 的斜率 x y 来实现大

气湍流波前相位的测量。随着天文光学望远镜的口径

的增大，成像分辨率的提高，对大气湍流波前测量系

统提出了更高的要求。Rostami 等人[6-7]提出将压缩感

知(compressed sensing, CS)技术[8-12]应用在大气湍流波

前测量上，即波前斜率压缩感知(derivative compressed 
sensing, DCS)技术。DCS通过对波前斜率的稀疏测量，
再通过非线性重建算法精确重建波前斜率分布，最后

恢复出大气湍流波前相位。压缩感知技术的应用，突

破了 Nyquist 采样定律，可以大大减少波前斜率的测
量数目，提高测量速度，减轻波前测量系统的硬件压

力和数据传输与存储的压力。与现有波前斜率测量方

法不同，大气湍流波前斜率的压缩感知测量，增加了

一个从波前斜率的稀疏测量值到波前斜率的重建过

程，这会导致波前数据处理的时间加长。由于大气湍

流波前测量属于实时测量，所以需要在保证波前斜率

信号重建精度的同时，加快斜率的重建速度。 
参考文献[6-7]对压缩感知技术应用于大气湍流波

前测量的可行性进行了研究，但并未涉及波前斜率稀

疏信号的重建。波前斜率能否快速、高精度重建对压

缩感知技术在波前测量上的应用至关重要。本文针对

上述问题，对应用在大气湍流波前斜率重建上的压缩

感知重建算法进行研究。随着压缩感知技术的发展和

应用，目前有多种重建算法，如匹配追踪(matching 
pursuit，MP)算法 [13]、正交匹配追踪 (orthogonal 
matching pursuit，OMP)算法[14]、基追踪(basic pursuit，
BP)算法[15]、梯度投影法[16]、Smoothed L0 Norm (SL0) 

算法[17-18]等。其中 Smoothed L0 Norm (SL0)算法是一种
近似 L0范数估计的优化迭代重建算法，与其它类型算
法相比，它不需要提前知道信号的稀疏度，计算量低

且估计精度高。本文在 DCS[6]基础上，对波前斜率的

稀疏测量信号进行分区域处理，结合 SL0算法与并行
运算，实现一种分区域并行波前斜率重建算法

(B-SL0)。通过仿真实验对 B-SL0算法进行了详细的理
论推导和性能分析，实验结果表明，B-SL0 算法不仅
大大缩短了重建运行时间，还提高了相位 ),( yx 的重

建精度。 

2  
定义 ( , )x y 为大气湍流波前相位分布，其在 x，y

方向的斜率信号分别为 x y，将 x y在变换域即

稀疏字典 RM×N下进行稀疏表示为 
           ,x x y y   ，           (1) 

式中：θx RM×N，θy RM×N为稀疏矩阵，即矩阵的非零

元素数目满足 Kx<<N2，Ky<<N2。设计一个大小为M×N
且满足RIP准则[19-20]的观测矩阵Ф(其中M<<N)对波前
斜率进行稀疏测量，得到斜率测量值 fx，fy，如式(2)
所示： 

,x x y yf f  ，           (2) 

式中：fx RM×N，fy RM×N。 

结合式(1)与式(2)得到式(3)： 

fx=ФΨθx=Aθx，fy=ФΨθy=Aθy ，      (3) 

式中 A=ФΨ RM×N是感知矩阵。 
波前斜率的压缩感知测量过程可由图 1表示。 

如图 1所示，SHWFS是通过一个 N×N规则排布
的微透镜阵列测量波前斜率值 x y，而压缩感知测

量是先通过观测矩阵 得到稀疏随机测量值 fx，fy，

再根据 fx，fy利用重建算法重建波前斜率，最后恢复出

大气湍流波前相位分布 ( , )x y 。 
压缩感知波前测量方法可以有效地降低波前测量

值数目，提高测量速度，同时降低探测器的硬件以及 
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数据的传输与存储要求。然而与 SHWFS 的测量过程
相比，增加了从稀疏测量值 fx，fy到 x y的重建过程。

根据大气湍流波前测量实时、高精度的应用需求，从

fx，fy到 x y的重建过程要求计算速度快，精度高，

这样压缩感知技术在大气湍流波前测量的应用才有实

际的工程意义。 

3 B-SL0  
下面以波前斜率 x 的重建过程为例对重建算法

进行讨论。对波前斜率 x的稀疏测量值 fx重建求解的

核心问题可以表示为 
0min || ||

x
x  s.t. x xf A  。        (4) 

对于式(4)，定义函数 ( )xl 为 
1 1

( )
0 0

x
x

x

l  。            (5) 

因此，L0范数可以等价为式(6)： 

0
1

( ) ( )
s

N

x x x
s

L l  。         (6) 

因为 L0范数求解是一个 NP-hard问题，无法直接
求解，所以出现了很多重建算法。根据大气湍流波前

测量实时性的要求，通过对多个重建算法的分析，SL0
算法无需提前知道信号的稀疏度，计算量小、运算速

度快，适合用于波前斜率的重建。 

3.1  
大气湍流波前斜率信号属于二维分布。对于二维

信号，现有的重建算法大部分都是将其转化为一维信

号或按列依次重建，通过串行计算进行重建，这样不

但使重建算法计算时间大大增加，还会破坏波前斜率

信号列与列之间的联系，降低波前斜率重建精度，影

响波前相位的恢复。针对这些问题，本文考虑分区域

重建波前斜率信号，以 x方向上的斜率 x为例，由于 

SHWFS是通过一个 N×N规则排布的微透镜阵列
测量波前斜率值 ,x y，我们将 N×N规则排布的微透
镜阵列分割成 n个 B×B 大小的区域，其中 n=N2/B2，

然后得到 n个 B×B 大小的 x的子集 ix ，由于 SL0 算
法针对一维信号重建，故将 ix 每列首尾相连，得到 n
个 B2×1大小的列矩阵

if
y ，将 n列

if
y 向量合并在一起

得到处理后的波前斜率信号 yf，最后通过随机采样 Фf

得到 yf的稀疏随机测量值 Yf。虽然本文也采用将二维

信号转化为一维信号处理的方法，但是并没有完全破

坏信号列与列之间的联系，在一定程度上较 SL0算法
减轻了对信号内部关系的破坏，提高了波前相位重建

精度。分区域处理后的波前斜率信号 yf如图 2所示。 

所以式(4)转化为式(7)： 
min

f
f   s.t. f f fY A  ，        (7) 

式中 Af= f 。 

对于每一块
if
y 而言，式(4)转化为式(8)： 

min
fi

fi   s.t. fi f fiY A  ，       (8) 

式中 i=1, 2, …, n。 
对于每个区域而言，彼此之间是互不相关的，所

以得到的波前斜率 ix 也是互不依赖的，即处理后的斜

率信号 yf的列与列之间互不依赖，能同时对 yf每列利

用 SL0 算法并行重建再合并为处理后的斜率重建值
ˆ fy ，再通过逆变换得到最终的波前斜率重建信号 x̂，

这样不但提高信号的重建速度，还在一定程度上保护

了斜率信号列与列之间的关联，提高了重建精度。 

3.2 B-SL0  
B-SL0算法的基础是 SL0算法，SL0算法属于一种

近似 L0范数估计方法，基本思想是利用一个连续代理
函数来逼近L0范数。定义一个标准高斯函数 ( )

if
f 作

为处理后的波前斜率 yf的某一列
if
y 的 L0范数的近似

估计函数，如式(9)所示： 
2

2( ) exp( )
2

i

i

f
ff  ，         (9) 

式中 σ是一个常数参变量。 
从式(9)可以得出： 

The slope of x direction x 

The slope of y direction y 

Random sampling  
matrix  SHWFS regular  

arrangement 
(x, y) 

1   
Fig. 1  The measurement process of wavefront slope compressed 
sensing 

Sparse measurements of x: fx 

Sparse measurements of y: fy  

yf1 yf2 yf3 yf4 … yfn 

2  yf 
Fig. 2  Wavefront slope signal yf after subarea processing 
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0

0 0
lim ( )

1 0
i

i

i

f
f

f

f  ，     (10) 

令
2

1
( ) ( )

i is

B

f f
s

F f ， 

进而得到： 

0 0
( ) lim ( )

i i if f fL N F  。  (11) 

由此可以看出，式(4)的求解就是求 ( )
if

F 函数的

最大值。显然 值越小，式(10)越逼近 L0范数，但同
时会造成函数的不光滑，从而可能陷入局部最大值；

反之， 值越大，式(9)越光滑，包含的局部最大值也
就越少，式(10)近似 L0范数的程度也就越差。SL0算
法采用逐步降低 值的方法来解决上述问题，即首先

设置 为一个足够大的值 0来确保此时的 F 平滑且

包含很少的局部最大值，然后赋予 值一个逐渐降低

的序列，多次循环直到达到设置的截止条件为止。SL0
算法重建处理后的波前斜率信号 yf的某一列 yfi的主要

步骤为 
输入：观测向量

if
Y (i=1, 2, …, n)，Af 

运算： 

1) 设置
if
的初始值

0

ˆ
i i if f f fY A 的最小二乘

解，即
0

T 1 Tˆ ( )
i if f f f fA A A Y ； 

2) 设置逐渐减小的参数 的序列 1 2, J ； 
对于 1, 2, ,j J  
① 令 = j； 
② 使用最速下降法在可行域 

i i if f f fY A  

来最大化 F ，并迭代运行 K 次； 

初始化：令
1

ˆ
i i jf f  

对于 1, 2, ,k K  
a) 令

1 1 2 2 2 2

T[ ( ), ( ), , ( )]
B B

f i f i f i f i f i f if f f ； 

b) 设置步长 (为一正常数)，更新： 

i if f ； 

c) 将
if
投影到可行域 上，即： 

T 1( T) ( )
i i i if f f f f f f fA A A A Y 。 

③ 设置
i ijf f ； 

输出：重构信号 ˆ ˆ
i iJf f 。 

从上述可知 SL0算法存在两个循环，其中内循环
采用最速下降法求解目标函数 F 的极大值，并且采用

固定的步长因子 。为了提高速度，并不需要等到最

速下降法到达收敛，即对每一个 值，并不用得到 F

的精确最大值，只需要进入 F 最大化附近的区域，避
免进入局部最大值即可，从而加快算法整体的运行速

度。 
B-SL0 算法流程图如图 3 所示。首先通过观测矩

阵 Фf处理后的波前斜率 yf稀疏测量，得到观测数据

Yf，后利用并行运算结合 SL0 算法重构稀疏矩阵 f估

计值 ˆ
f ，再通过逆矩阵变换得到分区域处理信号 yf

的估计值 ˆ fy 。由于得到的是各分区域处理后的波前斜
率的估计值，需要将 ˆ fy 进行逆变换，得到波前斜率信
号 x的估计值 x

ˆ ，同理可得到 y的估计值 y
ˆ ，最后

利用 ˆ ˆ
x y 恢复出波前相位分布 ),( yx 的估计值

),(ˆ yx 。 

3  B-SL0  
Fig. 3  The flow chart of B-SL0 algorithm 

4  
为了说明 B-SL0算法对大气湍流波前斜率的重建

性能，本文基于 MATLAB R2016a处理平台进行了仿
真实验。将细分离散余弦基(discrete cosine transform, 
DCT)作为波前斜率的稀疏字典 ，高斯随机矩阵作为

测量矩阵 ，设每个区域的大小 B=16。利用功率谱反
演[21-22]得到大气湍流随机相位分布 ),( yx 作为测量目

标，通过对斜率信号的稀疏测量，利用 B-SL0 算法重
建波前斜率值，最后重构出波前相位 ),(ˆ yx ，并与

Get Yf from yf by the observation matrix f,  

and divide Yf into n columns 

1 1
=f f fY A

2 2
=f f fY A  =

n nf f fY A

SL0:
1

ˆ
f  SL0:

2

ˆ
f   SL0: ˆ

nf
 

The obtained ˆ
fi  is merged together by column to get ˆ

f

After the inverse matrix transformation, the recon-
structed yf is obtained ˆˆ f fy  

Get the reconstructed estimate value of the original 
signal x by the inverse transformation of ˆˆ :f xy  

The partial derivative estimate x̂ and ˆ
y

 of the 

phase (x,y) is reconstructed by the above steps and 
the phase estimate ˆ( , )x y are obtained by using both 

… 

… 

Pa
ra

lle
l o

pe
ra

tio
n 
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( , )x y 比较，进而评价 B-SL0算法的性能。 
图 4为相干长度 r0=0.05，相位屏尺寸 D=2，分辨

率为 256×256的大气湍流相位屏的仿真结果，图 4(a) 
为大气湍流相位分布 ),( yx 。在压缩比 r=0.3(压缩比
r=M/N)下，对波前斜率稀疏测量，分别利用 B-SL0和
SL0 重建波前斜率，进而重构波前相位 ),(ˆ yx ，见图

4(b)、4(d)。比较 ),(ˆ yx 和 ),( yx ，得到重建相位分

布的误差，见图 4(c)、4(e)。可以明显的看出 B-SL0算
法重建波前斜率恢复出的相位屏和原图更为相近，误

差小；SL0 算法重建结果恢复出的相位屏与原图有明
显的差别，误差大，所以 B-SL0 算法具有更好的重建
性能。 
为了定量分析 SL0与 B-SL0算法的重建性能，实

验对大气湍流波前相位 ),( yx 进行了 50次循环重建，
计算其均方误差MSE与峰值信噪比 PSNR的平均值。
图 5为不同压缩比下两种算法的比较结果。当压缩比
r在 0.2~0.5之间时，B-SL0算法的重建相位屏的 PSNR
高出 SL0算法的 1倍左右，在 r=0.3时，PSNR高出了
接近 20 dB，MSE则低于 SL0算法的 22倍左右。图 6(a)、
6(b)为波前斜率 x y的重建时间比较，B-SL0算法的
运行时间远低于 SL0 算法，且随着压缩比的上升，
B-SL0 算法的运行时间的变化相对比较平稳，基本都
在 0.1 s~0.9 s之间。B-SL0算法无论是在重建精度还是
运行时间上都优于 SL0算法。 
为了证明 B-SL0算法的一般性，模拟生成 50幅大

气湍流随机相位屏，在同一压缩比 r 下，分别采用
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B-SL0算法与 SL0算法重建，并把 50幅图的均方误差
MSE与峰值信噪比 PSNR的平均值和重建时间进行对
比，见表 1。 
从表 2中可以看出，B-SL0算法重建结果的 PSNR

比 SL0算法高出 13 dB左右，MSE低了接近 23倍，运

行时间也比 SL0算法降低了 5倍左右。为了更加直观
体现 B-SL0算法的性能，我们从这 50幅不同的相位屏
中任取一幅，将其原图与 B-SL0 算法、SL0 算法分别
重建的相位屏图做对比，如图 7 所示，其中图 7(a)为
相位屏原图，7(b)为 B-SL0算法的相位屏重建图，7(c)

6   
Fig. 6  Reconstruction time of wavefront slope 
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Fig. 7  The reconstruction comparison of any one phase screen. (a) Original image; (b) Reconstruction of B-SL0; (c) Reconstruction error of
B-SL0; (d) Reconstruction of SL0; (e) Reconstruction error of SL0 

Algorithms PSNR/dB MSE 
Running time/s 

x  y  

B-SL0 48.48 0.43 0.27 0.24 

SL0 35.25 9.70 1.55 1.52 

1  SL0 B-SL0  
Table 1  The reconstruction quality comparison of SL0 and B-SL0 algorithm under different phase screens 
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为 B SL0算法的相位屏重建误差图 7，(d)为 SL0算法
的相位屏重建图，7(e)为 SL0 算法的相位屏重建误差
图。从图中可以明显看出 B-SL0比 SL0算法取得了更
好的重建效果。 
为了进一步分析 B-SL0算法在重建精度和运行时 

间上的性能，我们将 B-SL0与一些经典重建算法进行 
对比。表 2 是在压缩比 r=0.3 的情况下，各种算法重
建性能比较。表 2表明，无论是峰值信噪比 PSNR， 
还是均方误差 MSE，亦或是运行时间，B-SL0 的重建
相位屏的效果都要优于其他几种算法。 
最后研究了 B-SL0算法的鲁棒性，在压缩比 r=0.3

的条件下，比较了各算法在不同的信噪比 SNR下的重
建性能。图 8是不同算法在不同信噪比下的峰值信噪
比 PSNR与均方误差MSE的比较曲线。 
从图中可以明显看出相比较其它几种重建算法，

B-SL0 算法在不同的噪声条件下，重建效果依然比较
平稳，体现了 B-SL0算法的鲁棒性。 

5    
将压缩感知技术应用在大气湍流波前斜率重建

上，虽然能够很大程度上降低对波前测量硬件系统的

压力，减少数据传输与存储的压力，但是也会增加波

前数据处理时间，这对压缩感知重建算法提出了更高

的要求。本文在 DCS的基础上，针对其重构精度和运
行速度两方面的不足，将 SL0算法与分区域并行运算
相结合，提出了分区域并行算法—B-SL0 算法。由于
SL0 算法是针对一维信号重建，对于波前斜率这类二
维信号采用逐列串行重建方法，一方面这属于串行运

算，增加了算法重建时间；另一方面会破坏波前斜率

信号列与列之间的关联，降低了波前斜率重建精度，

10
SNR SNR 
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BP 

8  PSNR MSE  
Fig. 8  Comparison of PSNR and MSE under different signal to noise ratio 
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Algorithms PSNR/dB MSE 
Running time/s 

x  y  

B-SL0 56.67 0.40 0.26 0.24 

SL0 45.09 5.80 1.56 1.54 

OMP 44.09 7.30 4.24 4.81 

SP 32.73 99.88 1.59 1.59 

BP 34.13 72.27 24.26 30.96 

2   
Table 2  The reconstruction quality comparison of different algorithms 
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B-SL0 算法则采用分区域并行运算，不但减少了重建
算法的运行时间，还降低了对斜率信号列与列之间的

联系的破坏，提高了波前相位的重建精度。仿真实验

结果表明，B-SL0 算法不但在波前斜率的运行时间上
优于 SL0算法，而且其重建的波前斜率恢复出的波前
相位精度也要好于 SL0算法，此外，与一些经典算法
相比(如 OMP、SP和 BP等)，在相同的条件下该算法
不但在运行时间上有了很大的改进，而且其重建出的

斜率还能够更好地恢复大气湍流波前相位 ( , )x y ，体
现了该算法在重建相位屏 ( , )x y 上的良好的性能。从
算法本身来讲，本文的并行运算是利用MATLAB软件
工具箱自带的并行运算函数，未对其并行运算部分采

用 GPU加速进行优化。本文的工作主要是对将压缩感
知用于大气湍流波前测量的可行性进行了初步探索，

对于实际的工程应用还有相当的距离，需要进一步改

进算法本身的性能，提高计算速度和重建精度。 
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The measurement process of wavefront slope compressed sensing 

Overview: Compressed sensing technology for atmospheric turbulence wavefront slope measurement can greatly im-
prove the wavefront signal measurement speed, while reducing the pressure of wavefront measurement system hardware. 
Different from the existing wavefront slope measurement method, the compressed sensing wavefront measurement in-
crease a process from sparse measurement of wavefront slope value to the reconstruction of the wavefront slope signal, 
which will increase the wavefront data processing time. So this means putting forward higher demands on the com-
pressed sensing reconstruction algorithm. Therefore, it is necessary to reconstruct wavefront slope quickly and accurate-
ly with compressed sensing technology for wavefront measurement.  

Smoothed L0 Norm (SL0) algorithm is an optimal iterative reconstruction algorithm with approximate L0 norm esti-
mation. Compared with other algorithms, it does not need to know the sparsity of the signal in advance, and it has lower 
computational complexity and higher estimation accuracy. Because the SL0 algorithm is based on one-dimensional sig-
nal reconstruction, while the method of column by line serial reconstruction is used for two-dimensional signals such as 
wavefront slope. On the one hand, it belongs to serial operation and increases the reconstruction time, on the other hand, 
it destorys the relationship between the columns of the wavefront slope signal, which reduces the wavefront slope recon-
struction precision. 

Aiming at the shortcomings of its reconstruction accuracy and running speed, this paper implements a subregion pa-
rallel algorithm Block-Smoothed L0 Norm (B-SL0), which can quickly and accurately reconstruct the signal by mea-
suring the wavefront slope signal in subarea and parallel operations through theoretical analysis and simulation experi-
ments based on the SL0 algorithm the wavefront derivative compressed sensing (DCS). The B-SL0 algorithm uses subre-
gional parallel operation, which not only reduces the running time of the reconstruction algorithm, but also reduces the 
damage to the internal information of the wavefront slope signal and further improves the reconstruction accuracy of 
the wavefront phase.  

The simulation results show that the B-SL0 algorithm is superior to the SL0 algorithm in terms of the running time of 
the wavefront slope reconstruction, and the wavefront phase accuracy restored by the reconstructed wavefront slope is 
better than that of the SL0 algorithm. In addition, compared with some classical algorithms, such as OMP, SP and BP, the 
B-SL0 algorithm in the same conditions not only greatly improves the running time of the wavefront slope reconstruc-
tion, and the reconstructed wavefront slope signal can restore the atmospheric turbulence wavefront phase better, which 
reflects the performance of the B-SL0 algorithm is good in reconstructing phase screen. 
 
Citation: Li C, Cai D M, Jia P, et al. Research on reconstruction of atmospheric turbulence wavefront compressed sens-
ing measurement[J]. Opto-Electronic Engineering, 2018, 45(4): 170617. 
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