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摘要：调频信号广泛应用于声纳、雷达、激光和新兴光学交叉研究领域，其紧致性(稀疏性)是调频信号采样、去噪、压

缩等研究中面临的共性基础问题。本文致力于研究调频信号在分数傅里叶变换域的稀疏性，提出了一种最大奇异值法

来估计调频信号的紧致分数傅里叶变换域。该方法利用调频信号幅度谱的最大奇异值来度量其紧致域，并应用鲸鱼优

化算法来搜寻紧致域，有效改善了现有方法的不足。与 MNM 和 MACF 方法相比，本文方法给出了调频信号在分数傅

里叶变换域更加稀疏的表征，具有更少的重要振幅数。最后，给出了该方法在调频信号滤波中的初步应用。 
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1 引  言 
调频信号是一种典型的非平稳信号，广泛应用于

声纳、雷达、激光等传统领域[1-3]。近年来，它开始应

用于新兴的光学交叉领域，如微波与光学交叉的微波

光子学[4-6]、传统光学测量与信号处理交叉的新兴光学

测量领域[7-10]。调频信号的稀疏表示是调频信号采样、

滤波、压缩等研究中面临的共性基础问题，开展其稀

疏性研究对于声纳、雷达和激光等传统领域以及新兴

的光学交叉领域具有重要的理论和实际意义。 
分 数 傅 里 叶 变 换 (Fractional Fourier transform, 

FRFT)是傅里叶变换的广义形式，它可以从介于时域

和频域之间的任意分数域表征信号，提供了信号的多

维度信息，为信号的分析和处理开辟了新思路[11-14]。

另外，由于分数傅里叶变换利用正交线性调频函数构

成的基对信号进行分解，且不受交叉项干扰。因此，

分数傅里叶变换非常适合分析和处理调频信号，如调

频信号的检测、参数估计、滤波、分离等[15-25]。由于

分数傅里叶变换在调频信号分析和处理中所拥有的优

势，分数傅里叶变换也被应用于探索调频信号的稀疏

性[26-30]。由于分数傅里叶变换可以从介于时域和频域

之间的任意分数域表征调频信号，那么至少存在一个

最佳的分数傅里叶变换域，使得调频信号在这个最佳

域内具有最好的稀疏性，称这个最佳域为紧致分数傅

里叶变换域(简记为紧致域)。在调频信号紧致域的探

索中，如何给出紧致域的度量指标和搜寻方法是两个

关键问题。Stanković 等人[26]利用加窗分数傅里叶变换

和最小二阶分数傅里叶变换矩来确定紧致域。Vijaya
等人[27]采用 PRD(percent root mean square difference)
和遍历法来确定紧致域，但是遍历法计算量大导致效

率较低。Serbes 等人[28]提出了两个衡量紧致域的指标

(即时间带宽比和基本带宽)，然而该方法计算量较大，

在某些条件下可能无法确定紧致域[30]。Zheng 等人[29]

采用分数傅里叶变换域最大幅度作为紧致域的度量指

标，并使用由粗到细的网格搜寻方法。随后，Serbes
等人[30]提出了最小范数法，该方法使用分数傅里叶变

换域幅度的最小 1 范数来度量紧致域，并同样使用由

粗到细的网格搜寻方法。然而，这两种方法采用了由

粗到细的网格搜索算法，导致结果很容易受到搜索步

长的影响，特别是当代价函数中存在许多局部极小值

的时候。 
因此，针对现有研究中存在的问题，本文提出一

种 最 大 奇 异 值 法 (maximum singular value method, 

MSVM)来估计调频信号在分数傅里叶变换域的稀疏

性。MSVM 采用分数傅里叶变换域幅度谱的最大奇异

值来度量紧致域，具有较好的稀疏性和噪声鲁棒性。

由于奇异值分解能够将高维的数据空间映射到低维的

数据空间，有效降低处理数据的维度，而且奇异值分

解能用于任意矩阵，适用性更广。另外，该方法采用

鲸鱼优化算法(whale optimization algorithm, WOA)[31]

来搜寻紧致域。由于 WOA 具有灵活性强、无梯度限

制，且可以有效避免陷入局部最优点等优势，因此有

效改善了从粗到细的网格搜索和遍历搜索的不足。最

后，本文给出了 MSVM 在线性调频信号滤波中的初步

应用，显示了该方法潜在的应用价值。 
本文第 2 节简单介绍了分数傅里叶变换的定义和

基本性质；第 3 节探索研究了调频信号在分数傅里叶

变换域的稀疏性；第 4 节基于线性调频信号和二次调

频信号进行了仿真分析；第 5 节介绍了该方法在线性

调频信号滤波中的初步应用；第 6 节对本文的工作进

行了简要总结。 

2 分数傅里叶变换 
定义 1 信号 ( )x t 的 α 阶分数傅里叶变换[11,32]定义

为 
( ) [ ( )]( ) ( ) ( , )dα α

αF u F x t u x t K t u t+∞

−∞
= =   ,   (1) 

其中： ( )αF u ， αF 分别表示 ( )x t 的 α 阶分数傅里叶变

换和分数傅里叶变换算子。变换核 ( , )αK t u 的表达式为 
2 2j/2( cot 2 csc cot )e π

( , ) δ( ) 2 π
δ( ) (2 1)π

t α tu α u α
α

α

A α k
K t u t u α k

t u α k

− + ≠


= − =
 + = ±

 , (2) 

其中 (1 jcot ) / 2παA α= − 。 
定义 2 ( )αF u 的 α 阶分数傅里叶逆变换[11]定义为 

( )= ( ) ( , )dα
αx t F u K t u u+∞

−−∞  。       (3) 

分数傅里叶变换不仅具备傅里叶变换的性质，同

时还具备一些其他性质[11]： 
1) 边界条件： 0 1,F I F F= =  
2) 指数可加性： α β α βF F F +=    
3) 可逆性： 1( )α αF F− −=  
4) 周期性： 2 πα k αF F+ =  
5) 交换性： α β β αF F F F=  
6) 结合性： 3 31 2 2 1( ) ( )α αα α α αF F F F F F=   
7) 帕塞瓦尔定理： 2 2

R R
| ( )| d | ( )| dαf t t F u u=   

分数傅里叶变换的 Wigner-Ville 分布(WVD)可以

将原信号的 WVD 旋转 α 角度后得到，即： 
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, = ( cos sin , sin cos( ) )xFW v W u vu u vα α α α α− +  , (4) 

其中 WVD 的定义为[11] 
* j( , ) ( 2) ( 2)e dωτ

xD t ω x t τ x t τ τ∞ −
−∞

= + −  。 (5) 

因此，从时频分析的角度来看，分数傅里叶变换

可以看作时频平面上的旋转变换，它可以提供时域和

频域之间关于旋转角度的连续映射。因此，如何寻找

最佳的旋转角度，使得调频信号在相应的分数傅里叶

变换域中具有最好的稀疏性是本文的关键问题之一。 

3  最大奇异值法 
探索调频信号在分数傅里叶变换域的稀疏表示，

就是寻找调频信号的紧致分数傅里叶变换域，使得调

频信号在该域可以使用最少的系数来覆盖信号的绝大

部分能量。因此，如何度量和搜寻调频信号的紧致分

数傅里叶变换域是本文要解决的两个关键问题。现有

文献都是直接基于调频信号在分数傅里叶变换域的幅

度谱进行稀疏性估计，这些方法的计算量大且容易受

到噪声的影响。 
本文提出了一种最大奇异值法(简记为 MSVM)来

估计调频信号的紧致分数傅里叶变换域。首先，对调

频信号在分数傅里叶变换域的幅度谱进行奇异值分

解。奇异值分解(singular value decomposition, SVD)[33]

是一种重要的矩阵分解，广泛应用于信号处理领域，

其定义为 
= ∗M UΣV ,               (6) 

其中：M 表示一个 m×n 阶矩阵，U 是 m×m 阶酉矩阵，

Σ 是半正定 m×n 阶对角矩阵，对角线上的元素就是 M
的奇异值， ∗V 表示 n×n 阶酉矩阵 V 的共轭转置。进

而，使用幅度谱的奇异值来度量调频信号在分数傅里

叶变换域的稀疏性，这样可以有效降低处理数据的维

度，并且可以提高噪声鲁棒性。幅度谱的奇异值越大，

调频信号在相应的分数傅里叶变换域内的稀疏性就越

好。基于以上分析，建立如下的优化模型来确定调频

信号的紧致分数傅里叶变换域，即： 
0

[0, 2π]
arg max ( )

α
α α

∈
= Σ ,           (7) 

其中：代价函数 ( )αΣ 表示幅度谱 | ( )|αF u 的奇异值分解

矩阵， 0α 表示得到的最佳角度。 
针对紧致域的搜寻问题，文献[29]和[30]使用的是

由粗到细的网格搜索方法，但该方法计算量大且容易

受到搜索步长的影响。WOA 模仿座头鲸对猎物的搜

索、围捕和觅食等行为，是一种新型启发式仿生算法。

WOA 不仅具有灵活性强，无梯度限制，可以有效避

免陷入局部最优点等特点，而且它还不受搜索步长的

影响。正是由于以上优势，本文应用 WOA 来搜寻调

频信号的紧致域，有效改善了现有方法的不足。 
另外，基于式(7)得到的最佳角度 0α ，将对应幅度

谱中的重要振幅数(number of significant amplitudes, 
NSA)作为衡量信号稀疏性的量化指标。NSA 是指包含

信号 95%能量的最小振幅数，所以 NSA 越小说明信号

在分数傅里叶变换域的稀疏性越好，其定义为 
0 2

1
min{ } s.t. (| ( )| ) =0.95

M
α

i
i

M F u E
=
 ,     (8) 

其中 0| ( )|α
iF u 表示 0| ( )|αF u 按照降序排序后的第 i 个

值，信号的能量 E 为 
2 2

R R
| ( )| d | ( )| dαE f t t F u u= =   。    (9) 

本文所提出的调频信号稀疏性估计方法主要包括

以下 4 个步骤： 
步骤 1：对输入信号 ( )f t 进行均匀采样，并计算

( )f n 的 α 阶离散分数傅里叶变换； 
步骤 2：对得到的幅度谱 | [ ( )]|αF f n 进行奇异值分

解，即 
| [ ( )]| ( ) ( ) ( )αF f n α α α∗=U Σ V  。    (10) 

步骤 3：建立如下的优化模型 
0

[0, 2π]
arg max ( )

α
α α

∈
= Σ  。         (11) 

输入 WOA 的初始参数并得到最佳角度 0α ； 
步骤 4：基于最优参数 0α ，对 0| ( )|αF u 按照降序方

式进行排序，然后根据以下公式计算 NSA： 

0

2

1
min{ } s.t. ( [ ( )]) =0.95

M
α

i
i

M F f n E
=
  。 (12) 

4  仿真结果和分析 
本节将利用 MATLAB 软件分别基于线性调频信

号和二次调频信号进行仿真实验和分析。WOA 的初

始参数设定如下： 
max im b b{ , , , , } {100, 8,1, 0, 2}N N d l u = ,   (13) 

其中：N，Nmax，dim，lb，ub 分别表示种群数、最大迭

代次数、变量个数、变量的下界和上界。为了更好地

分析 MSVM 的性能，本文比较了基于 MSVM，MACF[29]

和 MNM[30]得到的调频信号的紧致分数傅里叶变换

域，其中 MNM 和 MACF 的参数设置与文献[29-30]
中的一致。 

4.1 线性调频信号  
首先，利用双分量线性调频信号对 MSVM 的性能

进行仿真分析。双分量线性调频信号可表示为 
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2
0 0 0( ) exp[jπ( 2 )]s t A k t f t= +  

2
1 1 1exp[jπ( 2 )]A k t f t+ +  ,         (14) 

其中：A 表示振幅，k 表示调频率，f 表示初始频率。

对此连续信号进行均匀采样，采样参数为 

s

s

, 512

1/
( 1) / 2 , , ( 1) / 2

t n T N

T N
n N N

= ⋅ =

=
= − − −     








 

 。  (15) 

取 一 组 参 数 分 别 为 0 0 0 0.4,0{ , , .2, 0.{ 3} }A k f −= ，

1 1 1 0.2,{ , , } { }0.5,0.2A k f −= 的线性调频信号作为测试信

号，这组信号在时域和紧致分数傅里叶变换域的表征

如图 1 所示。由图 1 可知，在信号总能量不变的前提

下，信号在紧致分数傅里叶变换域的表征明显比时域

的表征更加紧凑，这也证实了 MSVM 的可行性。进一

步，分别利用 MACF、MNM 与 MSVM 分析这个双分

量线性调频信号在分数傅里叶变换域的稀疏性，得到

的最优角度分别为 1.7683、1.1067 和 1.3718，相应的

NSA 分别为 235、292、169。利用最佳角度，绘制相

应的分数傅里叶变换域幅度谱(见图 2)。从图 2 中可得，

基于 MSVM 得到的信号表征更加紧凑，相应的 NSA

也是最少的，说明了基于 MSVM 给出的调频信号在分

数傅里叶变换域的稀疏性更好。 
为了充分分析 MSVM 的性能，本文采用 MNM、

MACF 和 MSVM 方法对多组线性调频信号进行仿真

实验，得到的结果列于表 1。分析表中数据可得：1) 对

于单分量线性调频信号来说，三种方法得到的最优角

度和 NSA 基本一致，这是由单分量线性调频信号在分

数傅里叶变换域的特性所决定[18]；2) 对于双分量线性

调频信号来说，MSVM 得到最佳角度不同于其它两种

方法，相应的 NSA 是最小的。总之，相较于 MNM 和

MACF，MSVM 给出的线性调频信号在分数傅里叶变

换域的稀疏性是较好的。 

4.2 二次调频信号  
本节基于二次调频信号对 MSVM 的性能进行仿

真分析，二次调频信号可表示为 
3 2

0( ) exp[jπ( 2 )]s t A σt kt f t= + + ,      (16) 

其中：A 表示振幅，σ 表示二次调频率，k 表示调频率，

f0 是初始频率。取一组二次调频信号为测试信号，其

参数为 
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图 1  双分量线性调频信号在时域和紧致

     分数傅里叶变换域中的表征 
Fig. 1  Representation of bi-component LFM signal
      in the time domain and compact FRFT domain

图 2  三种方法给出的线性调频信号在紧致

     分数傅里叶变换域中的表征 
Fig. 2  Representation of bi-component LFM signal 

       in the compact FRFT domain for three methods
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表 1  线性调频信号的估计结果比较 
Table 1  Comparison of estimation results for LFM signal 

衡量指标 α0 NSA 

{A0,k0,f0}, {A1,k1,f1} MNM MACF MSVM MNM MACF MSVM 

{0.1,0.8,5}, {0,0,0} 2.2455 2.2455 2.2454 3 3 3 

{0.2,0,0.8}, {0.3,0.7,0} 2.1816 1.5708 1.9041 223 324 138 

{5,0.1,-0.3}, {8,0.87,0.3} 2.2777 2.2872 2.0055 217 239 140 

{2,0.1,0.2}, {1,0.4,-0.2} 1.6704 1.67 1.7714 100 100 70 

{2,0.5,-1/9}, {0.5,9/5,5/6} 2.0342 2.0345 2.0560 73 74 34 
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0{ , , , } {0.5,0.04,0.4,0.06}A σ k f =  。   (17) 

采样参数与线性调频信号的一致。基于 MNM、

MACF、MSVM 得到的最佳角度分别为 2.0415、2.3510、

1.9279，相应的 NSA 为 122、218、116。基于 MSVM
得到的最佳角度不同于其它两种方法，且相应的 NSA
均小于 MACF 和 MNM。为了直观比较三种方法的估

计结果，基于 0α 绘制该二次调频信号在紧致分数傅里

叶变换域的幅度谱(见图 3)。从图中可以看出，基于

MSVM 得到的幅度谱更加紧凑，与基于 NSA 得到的

结论一致。 
进而，本文采用 MNM、MACF 和 MSVM 方法对

多组二次调频信号进行仿真分析，得到的最佳角度 0α
和 NSA 列于表 2 中。从表 2 可得，基于 MSVM 得到

的最佳角度不同于其它两种方法，且相应的 NSA 是最

小的。总之，基于 MSVM 给出的二次调频信号的紧致

域具有更少的 NSA，也就是说其稀疏性更好。 

5  应  用 
调频信号在信道中传输时会不可避免地混入噪

声，影响后续的调频信号检测和参数估计。因此，如

何滤除噪声是调频信号处理中的基础问题之一。

MSVM 可以将信号能量集中到更加紧凑的紧致域，所

以可进一步用于调频信号的滤波。选一组单分量线性

调频信号(见图 4(a))，其表达式为 
2

0 0 0( ) exp[jπ( 2 )]s t A k t f t= +  ,        (18) 

其中 0 0 0{ , , } {7,0.53,3}A k f = 。在信号中加入 SNR=5 dB
的高斯白噪声，得到的加噪信号如图 4(b)所示。首先，

利用 MSVM 将此单分量线性调频信号压缩在紧致分

数傅里叶变换域，此时信号的大部分能量集中在一个

窄带内，但噪声仍均匀分布在整个带宽中(见图 4(c))。
然后，利用带通滤波器在紧致分数傅里叶变换域内进

行滤波。最后，通过分数傅里叶逆变换得到滤波后的

信号(见图 4(d))。通过比较图 4(a)，4(b)和 4(d)可得，

应用 MSVM 不仅可以滤掉大部分的噪声，而且能很好

地恢复出原始信号。 
另外，选取另一组双分量线性调频信号来说明其

滤波效果，其参数为 
   0 0 0{ , , } {2,0.5, / 9}1A k f −=  , 

1 1 1 0.5,{ , , 9 / 5} , /{ }5 6A k f =  。     (19) 
将 SNR=5 dB 的高斯白噪声添加到该信号中。按

照与单分量线性调频信号相同的滤波方法，所得结果

图 5 所示。从图 5(c)可得，MSVM 可以将这个双分量

线性调频信号压缩在紧致分数傅里叶变换域内的一个

窄带内，而噪声仍均匀分布在整个带宽中。比较滤波

前后的信号波形图，应用 MSVM 可以滤掉双分量线性

调频信号中大部分的噪声，且可以基本恢复原始信号。 

图 3  三种方法得到的二次调频信号在紧致

    分数傅里叶变换域中的表征 
Fig. 3  Representation of QFM signal in the compact 

     FRFT domain for three methods 

-15 -10 -5 0 5 10 15

Transform domain 

0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 
MNM 
MACF 
MSVM 

Am
pl

itu
de

s 

表 2  二次调频信号的估计结果比较 
Table 2  Comparison of estimation results for QFM signal 

衡量指标 α0 NSA 

{A,σ,k,f} MNM MACF MSVM MNM MACF MSVM 

{0.5,0.04,0.4,0.06} 2.0415 2.3510 1.9279 122 218 116 

{4,0.2,0.03,0.01} 2.0722 0.9106 1.5729 353 368 309 

{0.2,05,0,0.02} 2.2627 0.9416 1.5705 332 339 290 

{2.3,0.07,0.05,0} 2.2932 2.2777 1.5707 241 241 210 

{3,0.052,0,1} 1.9633 0.7858 1.6653 197 260 166 
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6  结  论 
本文研究了调频信号在分数傅里叶变换域的稀疏

性，提出了一种最大奇异值法(MSVM)来估计调频信

号的紧致分数傅里叶变换域。本文采用调频信号幅度

谱的最大奇异值作为紧致域的度量，建立了一个优化

模型来估计调频信号的紧致域。采用 WOA 算法来搜

索最佳角度，极大改善了现有方法中由于使用由粗到

细网格搜索和遍历搜索所导致的不足。相比较于

MNM，MACF 和 MSVM 给出的紧致域，基于 MSVM
得到的调频信号的紧致域更加紧凑，且具有更少的

NSA。最后，MSVM 成功应用到调频信号的滤波中，

基本实现了噪声的滤除和信号性态的保持。 
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Representation of bi-component LFM signal in the time domain and compact FRFT domain 

 
Overview: Frequency modulated (FM) signal is a typical non-stationary signal, which is widely used in sonar, radar, 
laser and other traditional fields. In recent years, it has been applied to the new field of optical intersection. Its sparsity is 
a common basic problem in the FM signal processing. Fractional Fourier transform (FRFT) uses the orthogonal chirp 
function to decompose signal and is unaffected by the cross terms, and thus is very suitable for analyzing and processing 
FM signal. Due to the advantages of FRFT in the FM signal processing, FRFT is also applied to explore the sparsity of 
FM signal. FRFT can represent the signal from any fractional domain between the time domain and the frequency do-
main. Therefore, there is at least one optimal fractional Fourier transform domain, which makes the FM signal have best 
sparsity in this optimal domain. This optimal domain is named as compact fractional Fourier transform domain. In the 
process of finding the compact fractional Fourier transform domain, the measurement and searching of optimal domain 
are two key points. On the basis of the above advantages, this paper is devoted to studying the sparsity of FM signal in 
fractional Fourier transform domain, and a sparse representation method of FM signal based on FRFT and singular 
value decomposition is proposed, called as maximum singular value method (MSVM). On the one hand, the maximum 
singular value of amplitude spectrum in FRFT domain is taken as the measurement of optimal domain, which makes 
MSVM has better sparsity and noise robustness. Since singular value decomposition can map high-dimensional data 
space to a relatively low-dimensional data space, and thus singular value decomposition effectively reduces the dimen-
sion of data processing. The larger the singular value of the amplitude spectrum, the better the sparsity of the FM signal 
in the corresponding fractional Fourier transform domain. Moreover, the singular value decomposition is a kind of de-
composition method which can be applied to any matrix, and has a wider applicability. On the other hand, whale opti-
mization algorithm is used to search optimal domain. Whale optimization algorithm is a new heuristic bionic algorithm, 
which imitates the behavior of humpback whales in searching, seizing and foraging. Because whale optimization algo-
rithm is flexible and has no gradient limitation. It can effectively avoid falling into the local optimum, and effectively 
improve the shortcomings of the coarse-to-fine grid search and traversal search methods, and is not influenced by the 
search step size. The quantitative index is the number of significant amplitudes (NSA), the less NSA means better spar-
sity. By the simulation, compared with MACF and MNM, MSVM has less NSA in the compact fractional Fourier trans-
form domain. It is concluded that the MSVM can give better sparsity of FM signal in the compact fractional Fourier 
transform domain. In the end, this paper presents the application of MSVM in the filter of linear FM signal, which basi-
cally achieves the filtering of noise and the maintenance of signal behavior. 
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